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1. Sucesi y series complej; 1.1 Sucesiones de niimeros complejos

1. Sucesiones y series numéricas en C

1.1 Sucesiones de nimeros complejos

Definicion. Una sucesiéon de nimeros complejos es una aplicacién s : N — C. Se
identifica s con el conjunto de sus imagenes s(n) = z, ordenadas, y se escribe (z,)2;.
Se dice que z, es el término general.

Definicion. Sean s : N — C tal que s(n) = z, y o : N — N una aplicacién estrictamente
creciente. La sucesién soa : N — C, definida por (soa))(n) = z4(n) se llama subsucesién
de (z,)52; determinada por .

Definicion. Una sucesién (z,)7°; es convergente si existe zy € C verificando: Ve > 0
dng € N tal que |z, — z| < £ ¥n > ny. Se dice que (z,)}°, converge a z, o que z, es

el limite de (z,)°, y se escribe lim z, = z,.
n—o00

Proposicion 1. Si (z,)22; es convergente, el limite es Unico.

Proposicion 2. Dada (z,)22,, se verifica:

1. Si (z,)%2; es convergente, toda subsucesién suya converge y tiene el mismo limite.
2. Si (z,)%2, es convergente = (z, — z,-1)5>, converge a 0.

3. lim z,=0<«= lim |z,| = 0.

n—oo n—oo 2/1

1. Sucesiones y series complejas 1.1 Sucesiones de niimeros complejos
Proposicién 3. Sean (z,)%2, C Cy z, € C. Se verifica:

nIer;O z, = 2y = nli_>rr;o Re(z,) = Re(z) A nIi_}n;O Im(z,) = Im(z)

Proposicion 4. Sean (z,)%; y (w,)5°; sucesiones convergentes. Se verifica:
1. lim (z,+w,) = lim z,+ lim w,.
n— oo n—o0 n—o0

2. lim (z, - w,) = lim z,- lim w,.
n

n—oo — 00 n—oo
. Zn . . -

3. lim — = <I|m z,,) / ( lim W,,), si lim w, # 0.
n—o0 Wn n—oo n—oo n—oo

Proposicion 5. Si (z,)7°; converge a 0y (w,)5, es acotada, entonces lim (z,-w,) = 0.
n—oo

Proposicion 6. Si limf(z)=wp y (2,)52,C Dom(f) con lim z,=z = lim f(z,) = w.
z—r 29 n—o0 n—oo

Ejemplo 1. Estudio de la convergencia de las sucesiones cuyo término general es:
2+ n :
a) z,,—%. b) z,=i" ¢)z,=(4)". d)z,=(1+2)e™"
converge a 0'si |c| <1
Convergencia de (c");°;: Sice C= (c");2; q convergea lsic=1

no convergesi [c| >1 A c#1



1. Sucesi y series c

1.2 Series numéricas complejas
Definicién. Dada (z,)72,, se llama suma parcial n-ésima de (z,)72; a la suma
Sn:ZZk221+22+"'+Zn neN.
k=1

1.2 Series numéricas complejas

(5,)52, se llama sucesion de sumas parciales asociada a (z,)3° ;.

El par ((z,)024,(5,)22;) se llama serie y se representa por >z, =z + 2z + - +
z,+ -+ . Los elementos de (z,)7°, se llaman términos de la serie, siendo z, el término
general.

Definicion. La serie Y 7 z, es convergente si (S,)7°; es convergente y se dice que
S =limy S, es su suma; se escribe Y >z, = S.

Proposicion 7. Si > 7, z, converge = lim z, = 0.
n—o00

Ejemplo 2. a) 357, (1+7) ™" b) 352, (i" + ).
Convergencia de la serie geométrica
Dado ¢ € C, la serie Z:il c¢"1, que también se escribe Z:io c", verifica:

o Converge y susumaes S = L si [c| < 1.
e No converge si |c| > 1.

Ejemplo 3. a) Y%, (1/3)".  b) 355, (1/(21)".

1. Sucesi y series complej; 1.2 Series numéricas complejas

o0 o0 oo
Proposiciéon 8. Y z, convergente si y sélo si Y Re(z,) y Y. Im(z,) convergentes;

n=1 n=1 n=1
ademas 00 00 0
> z,=5<= > Re(z;) =ReS A > Im(z,) =ImS.
n=1 n=1 n=1

Proposicion 9. Si Y07, z,y 2 w, son convergentes, se verifica:

1. > (z,+ w,) es convergente siendo Y (z, + w,) = > z, + Y W,.
n=1 n=1 n=1 n=1
2. YA e C\ {0}, > (N~ z,) es convergente siendo > (A-z,) =AY z,
n=1 n=1 n=1

Ejemplo 4. a) > c¢",conce Ctalquelc|]<1. b) > 3/(1+i)".
n=2

n=ng

Definicién. Se dice que )" | z, es absolutamente convergentessi > -, |z,| converge.

[ . o0 o0
Proposicion 10. Si )| z, converge absolutamente = " | z, converge.

o

Observacion: El reciproco no es cierto. Por ejemplo, >
n=1

(-1)"i

n

converge y no converge

absolutamente. 5/1

1. Sucesiones y series complejas 1.2 Series numéricas complejas
Criterios de convergencia de series numéricas
Proposicion 11. (Test de comparacién) Dada (z,)2;, si |z,| < M,, Vn e N,y Y>> M,
[ee]
es convergente, entonces anl Z, es convergente.
) ei(n2+n)

Ejemplo 5. > es convergente.

=1 n?

Proposicion 12. (Criterio de la raiz) Dada (z,)524, si lim {/|z,| = L, se verifica
n—o0

o SiL<1= )" z, converge absolutamente.
0 SiL>16 +00o=> ", 2z, no converge.

Proposicion 13. (Criterio del cociente) Dada (z,)24, si lim = L se verifica

n—oo |z,

o SiL<1= 5" z, converge absolutamente.
©SiL>16 +00=> 7,2z, no converge.

oo (_1\nn3
Ejemplo 6. >’ % es convergente.

n=1 (1 + ’)
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1. Sucesi y series c 1.3 Sucesiones y series de funciones

1.3 Sucesiones y series de funciones

Introduccidn 0 silzl<1

Vn € N sea f,(z) = z". Se verifica lim f,(z) =41 siz=1
n—oo

AenC eo.c

Para z € Q = D(0,1) U {1} la sucesidn (f,(z))32, proporciona aproximaciones “tan
buenas como se quiera” a f(z) donde f(z) =0si |z| <1y f(1) =1. ;La sucesién de
funciones (f,)52, proporciona aproximaciones a f en € “tan buenas como se quiera”?

Definicion. Sean Q CC, f:Q—>Cy f,:Q—CVneN.
1. (f,)%2; converge puntualmente a f en Q si lim f,(z) = f(z) Vz € Q.
n—00

2. (f,)32, converge uniformemente a f en Q si Ve > 0 3np € N tal que
1fa(z) — f(2)] <eVZz€ QAVNn > ng & lim (sup,eq |f(z) — f(2)|) = 0.
n—o00

Definicion. Sea (f,)°; tal que f,: Q — C Vn € N.
1. La serie ) ° | f, converge puntualmente a la funcién S en Q si la sucesién
(3>°p_1 fu)—, converge puntualmente en Q: 3 lim Y] fi(z) = S(z) Vz € Q.
n—o0

2. Se dice que la serie ZZC . f» converge uniformemente a la funcién suma S en 2

si la sucesion (3°)_, fir) .~ converge uniformemente en .
7/1

1. Sucesiones y series complej 1.3 Sucesiones y series de funciones
Observacion.
a) Si una sucesién (o serie) de funciones converge uniformemente en Q2 C C, entonces
converge puntualmente en €.
b) El reciproco de a) no es cierto: (z");2; converge puntualmente en D(0,1) U {1}, pero
no uniformemente, ni en D(0,1). Sin embargo, converge uniformemente en D(0, R), con
O<R<L

Proposicion 14. Sea (f,)2, tal que f, : Q — C continua Vn € N. Se verifica:
1. Si (f,)5; converge uniformemente a f en Q = f es continua en .
2. Si > 7. f, = S uniformemente en 2 => S es continua en .

Teorema (Criterio M-Weierstrass) Sea (f,)0°; sucesién de funciones complejas
definidas en Q C C. Si Vn € N dM, > 0 tal que

i) |[f(2)] <M, VzeQ,

ii) > 77, M, es convergente,
entonces » -, f, converge absolutamente en Q (esto es, > 7 f,(z) converge
absolutamente Vz € Q) y converge uniformemente en .

Ejemplo 7. Convergencia de las series: a) > z". b)) > e™.
n=0

n=0
8/1

1. Sucesiones y series complejas 1.3 Sucesiones y series de funciones
Proposicion 15. (Convergencia uniforme e integracién) Sean I C C un contorno y
(f,)52; sucesién de funciones continuas en I'. Se verifica:

1. Si (f,)7; converge uniformemente a f en [ = lim /f,,(z)dz = /f(z)dz
r r

n—oo
2. Si Y f, = S uniformemente en I = > /f,,(z)dz = /S(z)dz.
=1Jr r
Proposicion 16. (Convergencia uniforme y derivacién) Sean Q C C conjunto abierto y
(f,)o2, tales que f, € H(2) Vn € N. Se verifica:

1. Si (f,)72; conv. uniformemente a f en discos cerrados contenidos en Q entonces

n=1

o f € H(Q)
o ()22, conv. a f’ puntualmente en Q y uniformemente en K C Q compacto.
2. Si i = S uniformemente en discos cerrados contenidos en 2 entonces
S eH(Q).
° if,j = 5" Vz € Q puntualmente en Q y uniformemente en K C {2 compacto.
n=1

I‘l

Ejemplo 8. Convergencia de las series: a) Zne”z b) Z—

n=11 /1



2. Series de potencias complejas y funciones analiticas 2.1 Convergencia de las series de potencias

2. Series de potencias complejas y funciones analiticas
2.1 Convergencia de las series de potencias
Definicidn. Se llama serie de potencias de centro z y coeficientes ag, al, ey @ny e

siendo (a,)%%, C C, a la serie funcional ag+ay(z—2z)) +ax(z—2)*+... = Zan(z 70)".

Proposicién 17. Si Za,,(z — z9)" converge en w # Zzj, entonces la serie converge
absolutamente Vz € D(zo, |lw — z0|).

Teorema de Cauchy-Hadamard. Dada ian(z—zo)” existe R € [0, +0o0] que depende
n=0
s6lo de (an)rzo venﬁcandog: converge absolutamente Vz € D(zy, R)
i) Si R € (0,+00) = > an(z — )" { conv. uniformemente en D(zy, r)Vr < R
=0 no converge si z € C\ D(z, R).
i) SiR=0= )", a,(z — z)" sélo converge en z = zy y su suma es ap.
iii) Si R =+00=> ", a,(z— z)" conv. absolutamente ¥z € C y uniformemente en
todo K C C compacto.

Si R € (0,+00), R se llama radio de convergencia y D(z, R) disco de convergencig,,
2. Series de potencias complejas y funciones analiticas 2.1 Convergencia de las series de potencias
Férmula de Cauchy-Hadamard
oo

Dada la serie de potencias > a,(z — z)", se verifica:!
n=0

1
i) Si I|m sup lan| € ( )— R= es el radio de convergencia

lim sup v/ a,,|
n—o00

ii) Silimsup {/|a,| = +00 = la serie sdlo converge en z y su suma es ap.
n—o00

de Ia serie.

iii) Si limsup {/|a,| = 0 = la serie converge absolutamente Vz € C y uniformemente
n—o0o
sobre cualquier conjunto compacto.

Ejemplo 10. Célculo del radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

a) z%;—: b) z;i—’; c) Z; (—2_(2_1)n>nz”. d) z;z"'

LEl limite superior de una sucesién (a,)32; C R es 400 si no esta acotada superiormente y, si lo est3, es el
supremo de sus puntos de acumulacién.
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2. Series de potencias complejas y funciones analiticas 2.2 Funciones analiticas y series de Taylor
Observacion: Si R € (0, 400) es el radio de convergencia de >~ a,(z—2)", sabemos
que la serie converge en D(z, R) y no converge en C\ D(z, R), pero jqué sucede en
Fr(D(zp, R))? Pueden darse distintas situaciones:

oo n o0
z ) 1
e Dada E —, R=1ylaserieenz=1es E —, que no converge.
n=1 n n=1 n
o0 o0
z" ) 1
e Dada E —,R=1ylaserieenz=1es E —, que es convergente.
n n
n=1 n=1

2.2 Funciones analiticas y series de Taylor
Definicion. SiQ C Cy f : Q — C, f es analitica en z, € Q) si existen R > 0 y una

serie de potencias Y .~ a,(z — z9)" tales que f(z) = > an(z — 2)" Vz € D(z, R)
n=0

Definicién. Si f es holomorfa en zy € C, la serie de Taylor de f en torno a z, es

f'(zo (20 2 (20 n
%(Z—ZO)Jr é! )(Z—Zo) +"':ZL(2_Z")

n!
n=0
Si zg = 0 se dice serie de MacLaurin. El polinomio de Taylor de f en z, de grado n es
la suma parcial n-ésima P,(z) = f(zo)+ ) (ZO)(Z 7)+ ) (ZO)(Z 20)%+- - 4 ) (ZO)( z—2)7,,

f(Zo) +



2. Series de potencias complejas y funciones analiticas 2.2 Funciones analiticas y series de Taylor
Teorema de Taylor. Si f € H(D(z, R)), se verifica:
i) La serie de Taylor de f en zy converge puntualmente a f en D(z, R).
ii) La serie de Taylor de f en z, converge uniformemente a f en D(z,r) Vr < R.

Ejemplo 11.

a) Expe H(C) y su desarrollo en serie de MacLaurin es e* = ZZ—I vz e C.
n!
n=0
b) La funcién Log € H(C\ {x € R: x <0}) y no se puede desarrollar en serie de
MacLaurin, pero su desarrollo de Taylor en torno a zp = 1 es:

> (_1)n—1 .
L = —-1)" -1 <1
ogz ; p (z—=1)"si|z—1]
Proposicion 19. (Unicidad de la representacién en serie) Si Zn 0 an(z — 20)" converge
a una funcién f en un disco centrado en z, entonces a, = f("(z)/n! ¥n € NU{0}, es
decir, >0 an(z — zp)" es la serie de Taylor de f en torno a z.

Ejemplo 12. Dado que ) z" converge a f(z) = si |z| <1, > z" es la serie de

. n=0 —Z n=0
MacLaurin de f.

13/1
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2.3 Propiedades de las series de potencias

Observacion: El radio de convergencia de una serie de potencias sélo depende de los
coeficientes entonces:

f(z) = Zanz Vz e D(0,R) < f(z — z) = Za,,(z —20)" Vz € D(z, R)
Asi, del ejemplo 11 se sigue Log(z + 1) = Z( 1) L2 s |z| < 1.

Proposicion 20. Si f(z) = io:a,,(z —2)", en D(z0, Ry), y g(2) = ibn(z —29)",
n=0

en D(zy, Ry), se cumple: ~ "=°

1. f(2) + gz) = i_'jo(an +b)(z = 20)" ¥z € Dz, min{Ry, Re}).
2. Si c € C\ {0} entonces c - f(z) = Zc an(z — 20)" ¥z € D(zo, Rl)

Ejemplo 13. a) e + ;= = (3 +1)z si |z| < 1. b)cosz—z(2), z>"Vz e C.

n:O
Definicion. Dadas dos series Zan(z —20)"y Y. bn(z — 2)", se define su producto de
n=0 n=0

Cauchy como la serie > ¢,(z — z5)", donde ¢, = > axbp_«.

=0 14/1

2. Series de potencias complejas y funciones analiticas 2.3 Propiedades de las series de potencias

Proposicion 21. Si f(z) = Zan(z —2)", en D(z0, Ry), y g(2) = Zb (z —2z)", en
D(zy, R,), el producto de Cauchy de estas serie converge a f - g en D(zo, min{ Ry, R>}).

- Z (Z( Dl k) z" Vz e D(0,1).

k=0

Proposicion 22. (Integracion de series de potencias) Si f(z) = ) a,(z—2zy)" en D(z, R)
n=0

/f(z)dz = Z/a,,(z —20)"dz VT C D(zy, R) contorno.
r o Jr

entonces

Ejemplo 15. El desarrollo de Taylor de f(z) = Log(z + 1) en D(0,1).
Proposicion 23. (Derivacién de series de potencias) Si f(z) = > an(z—2)" en D(z, R),

0 n=0
entonces f'(z) = Y na,(z — z)"! Vz € D(z, R).
n=0

Ejemplo 16. senz = ) (g;lr)ln),zz"“ vz e C.
n=0 '

Teorema Sea Q C C conjunto abierto, se verifica: f € H(Q) <= f es analitica en Q.

15/1




3. Series de Laurent

3. Series de Laurent

Series “doblemente” infinitas
Dada una aplicacién s : Z — C, que se identifica con el conjunto de sus imdgenes
s(n) = z, ordenadas, y se escribe (z,)qcz, se considera la serie

+zatzptotzatztzattz+ - Zz,,

n=—0o0

Se dice que > z, {converge }si >zay >z, {convergen },en
n=1

=" | conv. absolutamente [~ —{ conv.absolutamente

CUYO Caso Su suma es 00 % 0
> oz, = Zzn+ Zz,,,
n=—oo = =
Observacién: Si ) 2 _ z, converge —> (Zk__n zk) converge y su limite es S.El
reciproco no es cierto, p. €., » -~ nno convergey la suceS|on de sus sumas parciales
simétricas converge a 0.

Sean Q C Cy (f,)nez tal que £, : Q — C. Se dice que
Sf, {conv. pu.ntualmente }en QsiShySF, {conv. puptualmente }en Q.

conv. uniformemente = = conv. uniformemente

n=—oo
16/1

3. Series de Laurent

Ejemplo 17. Dada (f,)° donde f,(z) = a,z" Vz € C siendo aqgp =1y a, = a_, =

n=—0o0"

1/2". iDénde converge la serie Y. a,z"?
n=—o0

Series de Laurent

Definicion. Se llama serie de Laurent de centro z, y coeficientes (a,)7 . a la serie
funcional o

S an(z— 2)" = Y an(z — 2)" + z

n=—o00 n=0 (Z - ZO)

Proposicion 24. Sean (a_,)52; C Cy r =limsup \/|a_,|. Se verifica

n—o0

o converge absolutamente Vz € C \ D(z, r)
i) Sire(0,+00) = Zz;;n conv. unif. en K C C\ D(z, r) compacto
0 no converge si z € D(z, r).

i) Sir=0= Z (Z conv. absolutamente Vz € C\ {z} y uniformemente en todo
conjunto compacto K C C\{z}.

iii) Si r =400 = Z(Zi;zg)n no converge en ninglin punto.
n=1

17/1

3. Series de Laurent

o0
Corolario. Dada la serie de Laurent > a,(z—z)", si r = limsup {/|a_,|, se verifica:

n=—oo n—o0
i) Si I|msup\/ | € (0,+00) yr<R—1/I|msup

converge absolutamente si r < |z — zp| < R

an|, entonces

o0

>~ an(z—2p)" { conv. unif. en todo compacto K C {z€ C:r < |z—z|< R}
e no convergesiz€ C\{zeC:r<|z—z| <R}

oo
ii) Silimsup {/|a,| =0= > an(z — z)" converge absolutamente

n—o00 n=—0o0o

Vz € C\ D(z,r) y uniformemente en todo conjunto compacto K C C\ D(z, r)

o0
iii) Silimsup {/|a,| = +00 = >  a,(z — z)" no converge en ningtin punto.

n—oo n=—oo
Observacion: Si r > R la serie de Laurent no converge en ningtin punto. ;Qué sucede
si r = R? En la serie an 2", se tiene r = R = 1y la serie no converge en z = 1.
Pero, para Zn__oo " siendo ag =0y a,=a_,=1/n? setiener = R =1y la serie
converge para z = 1.

18/1



3. Series de Laurent
in—1

Ejemplo 18. a) 300 &F" | S~oe @ b)) X B oy 2

Teorema de Laurent. Sean zp € C, r,R € R tales que 0 < r < R. Si f es holomorfa

en Qg ={z€C:r<|z—2z| <R} entonces la serie >~ a,(z— z)", donde
1 f(z)

n=o5— | T \n1d% VneL,

I = o r (z — z)nt? z ne

siendo I' C €, g una curva de Jordan positivamente orientada tal que zy € Int(I"), converge
a f puntualmente en €2, g y uniformemente en todo conjunto compacto K C €, .

Proposicion 25. (Unicidad de la representacion en serie de Laurent)
Sif(z) =37 _an(z—2)"Vze Qr={z€C:r<|z—z| < R} entonces
S an(z — zp)" es la serie de Laurent de f en Q,

n=—oo

Observacion:

a) El teorema de Laurent es vélido para C\ D(z, R) y C\ {z} en lugar de Q, &.

b) Si f € H(D(z, R)), entonces su desarrollo de Laurent en D*(zy, R) coincide con el
desarrollo de Taylor de f en D(z, R).

c) Las propiedades aritméticas, de integracién y de derivacion de series de Laurent, son
similares a las de las series de potencias. 19/1



